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INTRODUCTION

INTRODUCTION

Supposons qu’on observe un événement E répété N, fois. Dans n
cas cet événement est caractérisé par une marque distinctive a
(appelé aussi caractére). Si les résultas des événements dans cette
suite sont indépendants, alors le parobabilité P(a) que la marque se
manifeste est définie comme.

Par conséquent la probabilité varie de 0 a 1.
0<P(a)<1

La somme sur tous les caractéres possibles {i},i = a,b,c...

> P@i)=1



INTRODUCTION

Caractéristiques d’'une variable aléatoire

les variables aléatoires, les prédictions théoriques des mesures des
observables physiques :

» masse d’'une particule instable
» nombre d’événements d’une décroissance de N, particules
instables (at = 0) sur At
Une variable aléatoire x est caractérisée par sa densité de probabilité

f(x)
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Grandeurs discretes et continues

Une grandeur physique peut avoir une valeur numérique discréte ou
continue. Une grandeur discréte tendra vers une grandeur continue
f(x) pour un nombre infini de mesures.

La forme des histogrammes tendra vers une forme en cloche. Ainsi le
produit f(x)dx donne la probabilité pour que la grandeur mesurée se
trouve dans l'intervalle de x & x + dx. La fonction f(x) représente la
densité de probabilité. On I'appelera aussi la fonction de distribution
de probabilité. La probabilité de trouver la valeur dans l'intervalle
compris entre x; et x, est :

P / f(x)dx

/+Oof(x)dx =1

—00



INTRODUCTION

1 N
X:N;nixi

P(i)=— = iP(xi) =1
i=1

Moyenne géométrique :

Moyenne harmonique :

X2+ X2 +x2 4+ x5+

r.m.s : root mean square : N
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INTRODUCTION
: :

Propriétés des fonctions de distribution
Valeur moyenne :

I'étalement de la distribution peut etre décrit par la variance ou le
carré de I'écart-type

D=0o°= /+oo(x —X)%f(x)dx = V(x)

— 00

D=0c°= i(xi —X)?P(xi) = V(x)

0% =(x —X)2=x2-%X>=V(x)
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Déviation standard :
o T = oz w2 — \/%zi:xf . (%me _ \/% > -7

Fonctions de distribution de plusieurs variables :

P = f(X]_, X2)dX1dX2

+o0o +o0
condition de normalisation : / / f(Xg,X2)dX1d%x, = 1
— 00 — 00
Au cas ou les deux variables x; et x, sont indépendantes :

f(xq,%2) = f1(X1).f2(X2)

Chaque fonction représente la densité de probabilité de la variable
correspondante. La valeur moyenne de la somme des deux variables
est:

—+o0 —+o0
X1+ Xp = / / (X1 + X2)f (X1, X2)dx1dX
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400 —+o0
= / / (X1 + Xz)f]_ (Xl).fz (Xz)dX]_dXz

+o00 +oo +o0 +oo
:/ lel(Xl)dxl./ f2(X2)dX2+/ f]_(X]_)Xm./ X2f2(X2)dX2

—o0 —o0 —o0 —o0
=X1 + X2

La somme des deux valeurs moyennes, pour la variance on procede :

Do = OF4x, = (X1 + X2 — (X1 + X2))?

400 —+o0
= / / (Xl — X1+ Xp — X_z)zf(Xl, X2)dX1dX2

= /*00 /+Oo [(Xl - )(_1)2 +2(x1 — X1) (X2 — X2) + (X2 — X_Z)z] f (X1, X2 )dx1dx;
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INTRODUCTION

+oo +0o
DX1+X2 = / (Xl — )(_1)2f1dX1./ f2dX2

— 00 — 00

+o0 +oo
+2/_OO (X]_ —X_]_)fl(X]_)dX]_./_oo (X2 —X_z)fz(Xz)dXZ (1)

+oo +oo
—|—/ fl(Xl)dX]_./ (X2 — X_z)zfz(Xz)dXZ

— 00 — 00

=02.14+20.0+1.0%

2 2 2
Dxy4x, = Oxy4%x, = Oy T O0x, = Dy, + Dx,
La variance de la somme de deux grandeurs indépendantes est

égale a la somme de leur variance.
Pour N grandeurs indépendantes :

i=N
f(X1,X2,X3; ... XN) = Hfi(xi)
i=1

on introduit la somme : X = X1 +Xp + X3+ -+ + XN
X =X1+Xo+ X3+ + Xy
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2 2 2 2 2
JX _O-X1+UX2+0-X3+”‘+0-XN
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INTRODUCTION
: :

Distribution de Gauss ou distribution normale

La densité de probabilité f(x) de trouver la valeur physique aléatoire x
pour une distribution normale est donnée par :

- e[

Les deux paramétres sont: peto
+00 1 +00 (X _ N)Z
f(x)dx = / ex [— ]dx
/_oo ) V2ro J-xo P 202
= _EE__ J/r4oo EE)(F) [__)/2] (j)/ = 1
Vi)

_ +oo +oo X (X _ M)2:|
X = xf(x)dx = exp | — dx
/—oo ) —o V270 p[ 202

)
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INTRODUCTION
: :

B +o0 X (X _ /1')2
X = . Toew exp [— 552 ]dx
1 +o0o X — 2
- 27r0/ (X — pu)exp [—( 205) }dx (3)
+o0 _ 2

1 est la valeur moyenne de x, x = p est le maximum de la fonction
f(x), cette distribution est symétrique par rapport & ce point.
Variance de la distribution :

D= /+°°(x — R)2f(x)dx

= % /_:o (x — p)* exp [— (Xz_of)z} dx (4)
oo

= 20? \/_ y exp [-y?|dy = o?
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INTRODUCTION

La pluspart des grandeurs physiques peuvent étre décrites par cette
distribution, les résultats expérimentaux peuvent étre caractérisés par
deux valeurs seulement. Xexp = X = AX = p £ o Probabilité pour
trouver une valeur dans un intervalle donné :

Plp — o, u + o] =~ 68.3%
Plu — 20, u+ 20] =~ 95.4%
Plu— 30, 1+ 30] ~ 99.7%
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INTRODUCTION
:

Fonction de répartition

La fonction de répartition d’une variable aléatoire x est la probabilité
gue x soit inférieure a une valeur a:

F(a) = /a f(x)dx

—0o0

ou pour une valeur discreéte :

F(a) = zn:f(xi) avec x <a
i=1
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Distribution binomiale
Décrit des grandeurs discrétes qui ne peuvent prendre que deux
valeurs. Supposons qu’un événement ait deux réalisations possibles
A et B. Soient p la probabilité de la réalisation de A, g =1 —pestla
probabilité de réalisation de B. Si cet événement se repéte N fois on
peut déterminer la probabilité Py (n) que la réalisation A se produise
n fois. La probabilité d’obtenir successivement n fois la réalisation A,
puis N — n fois la réalisation de B est égale a p"gN—". Vu que l'ordre
de réalisation de A et B est sans importance, il faut multiplier cette
probabilité par le nombre de possibilités d'extraire n objets parmi N
objets, c’est a dire par :

N!
n __
Cn = n!(N — n)!

Finalement la probabilité Py (n) que la réalisation A se produise n fois
est égale :
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Cette densité de probabilité est celle de la distribution binomiale. Elle
est caractérisée par deux parametres N et p.
Exemple : Considérons N particules d’un gaz sans interaction
distribuées uniformément dans un volume V. Chaque particule a une
position aléatoire dans ce volume et a une probabilité p = {; de se
manifester dans une partie v du volume V. Dans ces conditions la
probabilité Py (n) de trouver n particules dans v est donnée par la
formule ci dessus. Elle est normée :
: . N! nyN—n N N
gPN(n)—Z T LA A Chl At

n=0

N;n)

Le terme avec n = 0 estnul eten posantk =n —1,

N
|
formule du binome : " o N """ = (p + q)"
il !

fi= nPy(n)=> nPn(n)=Np[p+(L—p)]" " =Np
n=0 n=1

Si on a p d’'avoir A, pour N réalisationsona: n = Np
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Calcul de I'écart-type :

o2=(n—-n)2= Zn Pn(n) — (Np)?

=N(N —1)p>+Np — (N p) =Np(1 -p)
o =+/Np(1-p)

La valeur moyenne est proportionnelle au nombre de mesures :

n o N, tandis que I'écart-type est proportionnel a la racine de N :

o x VN : la valeur moyenne est associée a une grandeur physique
Xexp €t I'écart-type est associé a son incertitude Ax. Lincertitude
relative est: 6 = Q—:J = £ qui est inversement proportionnelle au

nombres de mesures N : § = ﬁ Plus on fait de mesures plus la
précision est grande.
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Distribution de Poisson
Prenons dans le cas d’une distribution binomiale un grand nombre de

mesures N, considérons la limite quand N — oo et en imposant que
le produit Np reste constant Np = const = u c’est a dire p — O.
On veut trouver la probabilité

o O NL

Pu(n) = Nﬂoo,;l)ILnO,Np:u n!(N —n)! P*(1=p)

etdufaitp = &
n

o . N(N-1)...(N-n+1) .
Pu(n) - n! N—>oo,||)IT0,Np:/L NP (1 p)

N(N-1)...(N—-n+1) 1 n—1
< =11-5)--0-—) -1
Lorsque N — oo On peut écrire :
_\WN-n_q _H an_(l_ﬁ)N
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T A I R
INTRODUCTION
I :

lim (1 - %)N =exp[—u]

N—oo

Finalement : Py(n) = —exp[ ]

Normalisation : Z P.(n) =exp[—y] Z % =exp[—pl.exp[+u] =1

n=0
Moyenne n_ZnP (n) = exp[— “]Z(n nl)I _ explosily Z'I;—:
n=0 k=0

Variance :
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Cette distribution de probabilité est souvent rencontrée en physique
nucléaire et en physique des particules, le nombre de particules
comptées par un détecteur est distribué selon cette loi a condition
gue le flux de pgrticules reste constant.

Exemple : Supposons qu’a I'aide d’'un détecteur on compte des
particules et que I'on enregistre leur nombre pendant une certaine
durée, disons une seconde. Ces mesures seront décrites par la
distribution de poisson. Pour le vérifier, divisons notre intervalle de
temps (de 1s) en N petits sous intevalles, disons de 1 nanoseconde
(1ns = 10~%s). Supposons que le nombre moyen de particules
enregistrées pendant 1 seconde est égal a i = 8. Alors la probabilité
de détection d’'une particule dans un sous intervalle est égale a
pP=§= 8.10%s. Il est important que cette valeur soit faible pour
que I'on puisse négliger la probabilité de détection de deux particules
dans un méme sous intervalle de temps. En principe, c’est une
distribution binomiale ou la réalisation A est I'apparition d’'une
particule dans le détecteur et la réalisation de B est alors son
absence. Les conditions de la limite (N — oo,p — 0, Np = const)
sont satisfaites (N = 10° p = 8.10~°, Np = 8) et la distribution
devient une distribution de poisson avec une moyenne y = 8. 20129



Pg(n) = exp [—8]%1

n est le nombre de particules détecté pendant une seconde.

Cet exemple montre un passage entre différentes distributions. On a
remplacé une distribution a deux paramétres (binomiale) par une
distribution de poisson a un paramétre.

Di stri bution Binoni al e

THLF *h2 = new TH1F("h2", "ny histogrant, 100, 0, 20);

for (Int_t i=0;i<10000;i ++)

h2->Fi | | (gRandom >Bi nom al (10,0.7));
h2->Draw() ;

Di stribution Gauss

for (Int_t i=0;i<10000;i ++)

h2->Fi | | (gRandom >Gaus(10,0.7));

Di stribution Poisson

for (Int_t i=0;i<10000;i ++)

h2->Fi | | (gRandom >Poi sson(8));
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FPoisson

Example

On essaye de mesurer la trace des rayons cosmiques dans une chambre a
étincelles, d'efficacité 95%. Trois points au moins sont nécessaires pour dfinir
la trace. Quelle est I'efficacité d’'une pile de 3, 4 ou 5 chambres ?

P(3;0.95,3) = 0.95° = 0.857 = 85.7%
P(3;0.95,4) + P(4;0.95,4) = 0.171 + 0.815 = 0.986 = 98.6%
P(3;0.95,5)+P(4;0.95,5)+P(5;0.95,5) = 0.021+0.204-+0.774 = 0.999 = 99.9%
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Théoréme Central Limit

Ce théoréme affirme que dans presque toutes les expériences on
peut travailler avec une distribution de Gauss.

Theorem

Soit x une grandeur physique aléatoire avec une moyenne p et une
variance o2. Si o2 est fini , alors la distribution de la valeur moyenne
sur un grand nombre n de mesures (n — oo) tend vers une
distribution de Gauss avec une moyenne p et une variance %2

Ce théoréme établit que la somme de n variables aléatoires
indépendantes ayant chacune la méme moyenne p et la méme
variance finie o tend vers une Gaussienne lorsque n tend vers l'infini.

Theorem

Si une grandeur physique subit I'influence d’'un nombre important de
facteurs indépendants et si I'influence de chaque facteur pris
sparément est petite, alors la distribution de cette grandeur est une
distribution de Gauss.
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Une expérience de physique donne un nombre fini de mesures. cet
ensemble de résultats x; s’appelle un échantillon. Comment a partir
de ces résultats obtenir des informations sur la valeur moyene y et

sur la variance o2 ? La valeur qui remplace la moyenne 1 peut étre
construite simplement comme la moyenne arithmétique de tous les

résultats x; :
1 n
=52
i=1

C’est la moyenne estimée ou la moyenne expérimentale pour la
distinguer de la vraie valeur moyenne x que nous appelerons aussi la
moyenne théorique.

~3>w-
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0_2

La variance :V(X) = -

La variance varie en % et la déviation standard varie comme in

I'erreur sur la mesure ou sur la moyenne est % en faisant n mesures

I'erreur o est réduite du facteur %

Example

La résolution en énergie d'un détecteur v est de 50keV, Si un seul
gamma est observé son énergie est connue avec une erreur de 50
keV. Si on mesure 100 raies gamma de méme énergie I'erreur est de
S0keV. _ 5keV pour avoir 1 keV il faut avoir une statistique de 2500

/100
gammas.

Supposons nous avons un échantillon de mesures x; d’une quantité
1, ces mesures ont différents erreurs oj. Pour avoir I'erreur moyenne,
et les meilleures mesures, celles avec les plus petites erreurs (o;),
auront des poids plus forts, par contre les mesures moins précises
avec de larges erreurs (o) auront des poids plus faibles.




Example

voltmétre 1 : 3.11 V erreur : 0.02 et voltmétre 2 : 3.13 V erreur 0.01,
comment combiner ces deux mesures ?

si on avait pris 4 mesures avec le voltmeétre de résolution 0.02 :
I'erreur serait O-—\/OZZ = 0.01 Par conéquent 4 mesures équivalentes a

une seule avec l'autre voltmétre. Une bonne mesure est équivalente
a 4 mauvaises mesures :

V = %x3.11 + gx3.13 = 3.126Volts

I'erreur % = 0.009

la valeur moyenne dans le cas de plusieurs mesures de la méme
guantité chacune avec une erreur o; est donnée par :

X
X%

1
O

i:




Combinaison des erreurs :
Supposons une fonction f = ax + b avec x ayant une certaine
distribution avec une variance V(x) et une certaine déviation standard
ox. X représente une mesure ou un résultat intermédiaire et f le
résultat final : La variance de f est donnée par

V(f) =<f?> - <f >?=<(ax +b)? > — <ax + b >2
=a%(<x?> — <x >%>)=a?V(x)
en terme de déviation standard : ot = |a|oy
Considérons le cas ou f est une fonction de x. Pour de faibles

variations on peut faire un développement de Taylor autour d’un point
Xo -

1) =10 + (=) (¢ ) b

27129



INTRODUCTION

Suposons f soit du type :
f=ax+by +c
V(f) =a® (< x®— <x >?) +b* (<y? > — <y >?)
+2ab (< xy > — <x ><y >) =a?V(x) +b?V(y) + 2ab.cov(x,y)
Pour une fonction plus général f(x,y) :

df \2 df \2 df \ /df
V(f) = <&> V(x)+ <@> V(y)—|—2<&> <@> cov(x,y)

df \? df \? df \ /df
2 - 2 bl 2 bl bl

= (dX> nt (dy> % +2<d><> (dy>paxay

Si x et y sont indépendantes :
df \? df \?

v = (g ) Voo () Vo)

df \ 2 df \ 2
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INTRODUCTION
: :

Example

Si un mobile a une vitesse de 200 + 10m/s et une accélération de
12 +2m/s? en 6 s il parcourt une distance de 1416m suivant la
trajectoire s = ut + %atz. Il'y a alors une erreur de +£60m dle a
I'erreur sur la vitesse et une erreur de +36m dde a I'erreur sur
I'accélération : Lerreur globale par somme quadratique est de +£70m.
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